Tema 4. Probabilidad Condicionada
Presentacion y Objetivos.

En este tema se dan reglas para actualizar una probabilidad determinada en situaciones en las
que se dispone de informacion adicional. Para ello se introduce la Probabilidad Condicionada
que conducira hacia el Teorema de Bayes, una potente herramienta de inversion de

probabilidades.
Los ODbjetivos de este Tema son:

1. Entender la probabilidad condicionada como la herramienta idonea para medir la
incertidumbre en un contexto prefijado.

2. Saber modelizar y resolver problemas de incertidumbre mediante el lenguaje de
SUCesos.

3. Dominar a nivel operativo y semantico el teorema de Bayes.

Esquema Inicial.

Probabilidad condicionada
Teorema de la probabilidad compuesta
Independencia de sucesos

Teorema de la probabilidad total

wok W=

Teorema de Bayes
Desarrollo del Tema
1. Probabilidad condicionada.

Se denomina probabilidad de un suceso A condicionada a otro B, a la probabilidad de que
ocurra A sabiendo que ya ha ocurrido B. Analiticamente:
P(ANB
P(A|B) = % siendo P(B) >0
Obsérvese que en A N B ocurren conjuntamente A y B y tiene asociado el espacio muestral
original Q. A|B significa que en los casos en los que ya ha ocurrido B, ocurre 4, y por tanto el

espacio muestral es aquél en el que ha ocurrido el suceso B.

Ejemplo 1: Considérese el lanzamiento de una moneda equilibrada dos veces. Sea A el suceso

“obtener cara en la 1* tirada” y B el suceso “obtener cara en la 2* tirada”.



AN B esta definida en el espacio muestral {(4, B), (4,B), (4, B), (4,B)} y tiene probabilidad
1/4.

B|A esta definida en el espacio muestral {(4, B), (4, B)} y tiene probabilidad 1/2.

Ejemplo 2: Se lanzan dos dados, uno azul y otro rojo. Sabiendo que el dado rojo esun 1 o un 2,

calcular la probabilidad de que el resultado de alguno de los dados sea par.
Se definen los siguientes sucesos:

A = "alguno es par"

B ="el dadorojoes 1 02"

El espacio muestral para este experimento aleatorio es el conjunto de todos los pares (i,))
donde i,j € {1,2,...,6} siendo la primera posicion para el resultado del dado azul y la segunda
para el rojo. Asi, Q = {(i,j): i,j =1,2,....,6} y tiene 36 posibles resultados, de los cuales 9

son favorables al suceso A N B 'y 12 al suceso B, ya que
AnB=1{(21),41),(0,1),(1,2),(2.2),(3,2),(4,2),(52),(6,2)}
B ={(1,1,(2,1),(3,1),(41),(51),(6,1),(1,2),(2,2),(3,2), (4.2),(52), (6,2)}
Por lo tanto, la probabilidad pedida es

_P(ANnB) _9/36 9
P(AlB) = P(B) ~ 12/36 12

También se puede calcular esta probabilidad directamente observando el espacio muestral en el

que esta definido A|B:
@={(11,(21,31,%1,51),(61),1,2),(2,2),3,2),(4.2),(5,2),(6,2)}

Hay 12 resultados posibles de los que 9 son favorables a A|B (los destacados en negrita), con lo

que:

9
PUAIB) =

como ya se obtuvo anteriormente.

La definicion de probabilidad condicionada se puede extender para cualquier nimero de sucesos

del espacio muestral. Por ejemplo,



P(ANBNC)

P(AanC)Zw, P(BNC)>0
panBlc)=ANBNO  pys
- PO

2. Teorema de la Probabilidad compuesta.

En ocasiones se necesita calcular la probabilidad de la interseccion de dos sucesos. Esto es

posible a partir de la férmula ya vista de probabilidad condicionada.
Si P(A),P(B) > 0,

P(ANnB) = P(A)P(B|A)

P(AnB) = P(B)P(A|B)
Generalizando a n sucesos 4y, ..., 4, talesque P(A; N --NA,_4) >0,

P(A; N A; NN Ay) = P(AP(Az|A)P(A3|A; N Ay) -+ P(AplAy NN Ap_q)
Las probabilidades del término de la derecha estan bien definidas ya que
P(A;)) =2 P(A1NAy)==2PA;N-NA_1)>0

alser 4y DA, NA; DDA NNA,_;.
Este teorema también se conoce como teorema del producto o regla de multiplicacion.

Ejemplo 3: Se desea calcular la probabilidad de que un trabajo se procese inmediatamente

cuando se requiere. Este suceso es la interseccion de los dos sucesos siguientes:
A = "el computador esta funcionando"
B = "el trabajo se procesara de inmediato”

Calcular la probabilidad de que un trabajo presentado se procese de inmediato, sabiendo que la
probabilidad de que el computador esté funcionando en un momento determinado es 0,9 y de

que el trabajo se procese de inmediato si el computador esta funcionando es 0,05.
Del enunciado se tiene que P(A) = 0,9 y P(B|A) = 0,05, y hay que obtener P(4A N B).

P(ANB) =P(A)P(B|A) = 0,9 x 0,05 = 0,045

3. Independencia de sucesos

Dos sucesos A y B son independientes si la ocurrencia de uno de ellos no influye en la
ocurrencia del otro, es decir,

P(A|B) = P(A) & Ay B son independientes < P(B|A) = P(B)



Utilizando la definicion de probabilidad condicionada se obtiene una definicion equivalente

para la independencia de sucesos:
P(AnB) = P(A)P(B) & Ay B son independientes

Ejemplo 4: Una urna contiene 4 bolas blancas y 2 negras. Se extraen dos bolas

a) con reemplazamiento
b) sin reemplazamiento

Comprobar si son independientes los sucesos A = “primera bola es blanca” y B = “segunda
bola es blanca”.

a) Con reemplazamiento:

4
P(4) = == P(B)

P(ANB) = P(A)P(B|A) = % X %
Asi, P(A N B) = P(A)P(B) y SI son independientes.
b) Sin reemplazamiento:
P(A) = %
P(B) = P({nb} 0 {bb}) = P((ANB)U(ANB)) =P(ANB)+P(ANB) =
= P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A) = % X g+%>< g = g = %

P(AnB) =P(A)P(B|A) = % x%

Asi, P(AN B) # P(A)P(B) y NO son independientes.

Como se puede observar la diferencia entre extraer las bolas con reemplazamiento y sin
reemplazamiento estd en la nocion de independencia.

3.1 Fiabilidad de un sistema

Se define la fiabilidad de un sistema como la probabilidad de que el sistema funcione
correctamente. Un sistema sera un conjunto de componentes dispuestos segiin un disefio
determinado para garantizar una fiabilidad aceptable.

Ejemplo 5: Considérese una maquina formada por 4 componentes conectados en serie de
manera que la maquina funciona so6lo si funcionan todos ellos. Si los cuatro componentes
operan de forma independiente y la probabilidad de que un componente funcione después de
100 horas es 0,95, calcular la fiabilidad del sistema después de 100 horas.

Se definen los sucesos
C; = "componente i funciona"”, i=12234
Aplicando la independencia de los sucesos, la fiabilidad de la maquina es

P(sistema funcione) = P(C; n C, N C3 N C,) = P(C,)P(C,)P(C3)P(C,) = 0,95* = 0,8145



Se observa que aunque la fiabilidad de cada componente es alta, la de la maquina no lo es tanto
al requerir el funcionamiento de todos los componentes. Para resolver esto se pueden disponer
varios sistemas en paralelo de manera que el sistema funcione si al menos uno de esos sistemas
funciona.

Ejemplo 6: Un sistema contiene 3 componentes A, B y C conectados segun se indica en la
figura 1.

B

Figura 1: Configuracion del sistema del ejemplo 6

Si los tres componentes funcionan independientemente y la probabilidad de que uno cualquiera
de ellos esté funcionando es 0,95, obtener la probabilidad de que el sistema funcione.

Sea A el suceso que representa que funciona el componente A, analogo para B y C. La
fiabilidad del sistema es

P(sistema funcione) = P((AUB)NC)=P((AnC)U(BNC))
=P(ANC)+PBNC)—P(ANBNC)
= P(A)P(C) + P(B)P(C) — P(A)P(B)P(C) = 2-0,95% — 0,953 = 0,9476

También se puede calcular a partir de su complementario:
P(sistema funcione) = 1 — P(sistema no funcione)
donde

P(sistema no funcione) = P((ANB)UC)=P(ANB)+P(C)—P(ANBNnC)
= P(A)P(B) + P(C) — P(A)P(B)P(C) = 0,052 + 0,05 — 0,052 = 0,05237

y por tanto, la probabilidad de que el sistema funcione es 1 — 0,05237 = 0,9476, como ya se
habia calculado.

En la resolucion de este ejemplo se ha utilizado que si A, B y C son independientes mutuamente,
también lo son sus complementarios 4, By C.

4. Teorema de la Probabilidad total.

El teorema de la probabilidad total permite calcular la probabilidad de un suceso a partir de
probabilidades condicionadas.

Sea (By, ..., By) un sistema completo sucesos (disjuntos y tales que Uj; B; = Q) de modo que
P(B;) > O paratodo i = 1, ...,n. Dado cualquier suceso 4,

P(A) = ) P(AIB)P(B)
i=1



Ejemplo 7: Dos cajas contienen chips grandes y chips pequefios. La primera caja contiene 60
chips grandes y 40 pequefios, y la segunda 10 grandes y 20 pequefios. Se selecciona una caja al
azar y se extrae un chip de la misma. Determinar la probabilidad de que el chip sea grande.

Se definen los sucesos

B; = "seleccionar la primera caja"

oy}
N
I

"seleccionar la segunda caja"
A = "el chip es grande"

La figura 2 muestra el diagrama de Venn para este ejemplo.

Figura 2: Diagrama de Venn del ejemplo 7

La probabilidad pedida es

60 1 10 1

P(A) = P(ANB;) + P(AN B,) = P(A|B))P(B;) + P(A|B,)P(B,) = T00 %2730 %3
3 +1 7
10 6 15

5. Teorema de Bayes.

El teorema de Bayes va a seguir el proceso inverso al realizado en el teorema de la probabilidad
total.

Sea (By, ..., By) un sistema completo de sucesos de modo que P(B;) > 0 para todo i = 1,...,n.
Dado cualquier suceso A tal que P(4) > 0,

P(AnB;)  P(A|B)P(By)
P(4) ¥, P(AlB;)P(B))

P(B;|A) =

Para entender el mecanismo del teorema de Bayes, supongase que se realiza un experimento en
dos fases:

1. En la primera, los sucesos posibles By, ..., B, son mutuamente excluyentes (disjuntos
dos a dos) con probabilidades conocidas y tales que ), P(B;) = 1.
2. En la segunda, los resultados posibles A; dependen de la primera y lo que es conocido

son las probabilidades condicionadas P(A;|B;) de obtener cada posible resultado A;
cuando aparece en la primera fase B;.



Se realiza entonces el experimento pero s6lo se conoce el resultado de la segunda etapa que
resulta ser A. El teorema de Bayes permite calcular las probabilidades P(B;|A) de los sucesos
no observados de la primera etapa, dado el resultado de la segunda.

Aunque este teorema parezca una simple aplicacion de la probabilidad condicionada, ha sido
clave en el desarrollo de la inferencia estadistica bayesiana, en la que se emplea la
interpretacion subjetiva de la probabilidad. En este contexto las probabilidades P(B;)...., P(B;)
se conocen con el nombre de probabilidades a priori mientras que las probabilidades P(Bj|A) se
denominan probabilidades a posteriori, ya que se determinan una vez obtenida la evidencia
muestral. Esta evidencia permite calcular las probabilidades P(A|Bj) llamadas verosimilitudes.

Ejemplo 8: En el ejemplo anterior, supdngase que se sabe que el chip extraido ha sido grande.
Calcular la probabilidad de que proceda de la primera caja.

Hay que calcular la probabilidad P(B;|A). Aplicando el teorema de Bayes,

P(A|B,)P(B;) _3/10 45 _
P(A|B))P(By) + P(AIB,)P(B,)  7/15 70

P(B4|A) = 0,64

Ejemplo 9: Una universidad compra sus equipos informaticos a tres proveedores diferentes.
Supoéngase que el 20% de los equipos fueron comprados al proveedor 1, el 30% al proveedor 2
y el 50% al proveedor 3. Ademas, se sabe que el 1% de los equipos del proveedor 1 fallan antes
del primer afio, el 2% de los del proveedor 2 y el 3% de los del proveedor 3. Se selecciona al
azar un computador y se observa que falla antes del primer afio. Determinar la probabilidad de
que éste haya sido comprado al proveedor 2.

Se consideran los siguientes sucesos:
B; = "el computador fue comprado al proveedor i"
A = "el computador fallé antes del primer afio"

Por el enunciado se conocen las siguientes probabilidades

P(B;) =0,2 P(A|B;) = 0,01
P(B,) =0,3 P(A|B,) = 0,02
P(B3) =0,5 P(A|B3) = 0,03
Por el teorema de Bayes,
P(A|B,)P(B
P(B,|A) = (A]B;)P(B,) — 0,26

3 P(AlB)P(B)



